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مجله ۍڅېړنیزه شپږ میاشتن -د عینک علمي  
 تحقیقی عینک -علمی ۀدو فصلنام
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  لمریز ۱۴۰۳د  ګڼه، مهیرېکال، د دویم؛ ړنیزه مجلهېڅ -يعلم ې د عینکمؤسسکړو ه زد لوړولوگر د  

په  ۰۰۱۵-۲۳ رهېدو جواز او د ثبت شمېد څېړنې، تألیف او ژباړې ریاست لخوا د خپر .خزانکال 
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 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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  پیغام رئیسسسې د و ړو زده کړو مر د لوګلو 

 بسم الله الرحمن الرحیم

 :حامداً و مصلياً بعد

و نیکمرغي د شرعي او تکویني علومو له زده کولو ا په ټولو دنیوي او اخروي چارو کې د بشریت بریا او

قومونه او نظامونه هلته د خپل دین، خاورې، حریت، برم او ارزښتونو ساتنه  عملي کولو سره تړلې ده.

ې . زمونږ ګران هېواد، چې تازه یکولای شي، چې وګړي یې د دیني او عصري علومو په ګاڼه سمبال وي

 د و له منګولو ازاد شوی؛ خو له ګڼو ستونزو سره لاس او ګریوان دی.د امن ساه اخیستې او د یرغلګر 

ستونزو د لمنځه وړلو لپاره  اړینه ده، چې علمي څېړنې ترسره شي او علمي څېړنې د پرمختګ، نوښتونو، 

هوساینې، پراختیا او حقیقت ته د رسیدو بنسټ ګڼل کېږي. په دې برخه کې د نورو  ښوونیزو ادارو 

ه هم له سسو رول لري. لوګر د لوړو زده کړو م یسسې ځانګړ و نونه او د لوړو زده کړو مترڅنګ پوهنتو 

هغو اکاډمیکو ادارو څخه ده، چې د محصلانو د سالمې روزنې ترڅنګ علمي څېړنې هم خپل مسؤولیت 

او تل هڅه کوي، چې په بېلابېلو برخو کې د متخصصو، متدینو او ژمنو کادرونو د  ياو مکلفیت ګڼ

ره د ګران هېواد د بیارغونې او هېوادوالو د هوساینې لپاره د وخت له اړتیا سره سم علمي ېسربروزلو 

کښو زیار  مریت دآ ي مجلې مد څېړنو او علڅېړنې ترسره کړي، د همدی هڅو په دوام د دې علمي کانون 

ړنو شپږ میاشتنۍ مجلې درېیمه ګڼه هم د علمي څې څېړنیزې -او هڅه د عینک علمي مسؤولینو په کوښښ

. له ټولو هغو زیارکښو مسؤولینو څخه مننه کوم، چې د دې څېړنیزې علمي شوهمینه والو ته وړاندې 

ه یاده دي، الله تعالی دې د دوی لپار  ېمجلې د موادو په چمتوکولو کې یې نه ستړې کېدونکې هڅې کړ 

 توښه وګرځوي. خرتآ علمي مجله تل پاتې صدقه او د 

 !په درنښت

 مفتي سید ضیاءالاحمد صارم

 یسیسسې رو لوګر د لوړو زده کړو م

 ۱۴۴6/ ی/ جمادی الثان۲6
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 میلشتاین وکوتاه تصادفی رانگهای عددی روش تحلیل خطا

 یوبیالله ا قیتوف رو دکت ملپوهن

 . کابل: افغانستان.کابل هیترب و میپوهنتون تعل یعیطبعلوم یپوهنځ ،یاضیر پارتمنتید

   tawfiqullah.ayoubi@yahoo.comایمیل آدرس: 

  چکیده  

 

 

هستیم که برای حل این ر حل تحلیلی ندارد، ناگزی معادلات دیفرانسیل تصادفی بیشترین بیان مسأله:

 حلی جستجو کنیم.راهمعادلات 

و مقایسه این د و کوتاه تصادفیهای عددی میلشتاین، رانگروش در این  پژوهش هدف تحقیق:

 است؛ شدهگرفتهروش برای حل معادلات دیفرانسیل تصادفی به بررسی 

 توانیم از انتیگرال ریمان و لبگبرای محاسبه معادلات دیفرانسیل تصادفی نمی روش تحقیق:

تشکیل شده است.  که این مُدل ریاضی از معادله دیفرانسیل معمولی با فرآیند وینریرا ز ؛کارگرفت

 شود. جهت رفع مشکل این مسأله از انتیگرال ایتو کار گرفته می

فید دارای سزیرا نوفه ؛دهدسفید تشکیل میاساس دقیق بودن این معادلات را دخالت نوفه ها:یافته

طور تصادفی انتخاب به را هاجریان فرآیند مُدل ریاضی از این داده که در ی استهانهایت دادهبی

 کند. می

آید که بهترین روش عددی برای حل معادلات دیفرانسیل تصادفی، از این تحقیق برمی  گیری:نتیجه

متر ک زیرا خطای این روش نسبت به روش عددی میلشتاین ؛کوتاه تصادفی بودهروش عددی رانگ

 .است

 

 . سفیدنوفه و میلشتاین، معادلات دیفرانسیل تصادفی ،کوتاهنگار  ،انتیگرال ایتو :کلیدیگانواژه

 

 

 

 

 

 

 

 -یدوفصلنامۀ علم .کوتاه تصادفی و میلشتاینهای عددی رانگتحلیل خطا روش (.۱۴۰۳الله.)ایوبی، توفیق استناد:

   .۱۹-۱صفحه سال دوم، شماره سوم،  څېړنیزه مجله، -علمي عینکتحقیقی 
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   6برخه  طبیعي علوموڅېړنیزه مجله، د  -يمد عینک عل
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 هجری شمسی ۱۴۰۳  خزان ،سوم، شماره دومتحصیلات عالی لوګر، سال  سسهتحقیقی عینک مؤ  -علمی ۀدو فصلنام

 

 مقدمه

دان یاضیرمعادلات دیفرانسیل تصادفی از معاصر معادلات دیفرانسیل بوده که بنیادگذار این معادله  

 یموردبررس طور گستردهبه. این معادلات در چند دهه اخیر باشدمی( ۲۰۰8-۱۹۱۵نام ایتو )بهجاپانی 

 : اندشده بندییمتقسعمده  دو بخشاست و معادلات مذکور به  قرارگرفته

  Stochastic Differential Equationsمعادلات دیفرانسیل تصادفی .1

 Stochastic Delay Differentialمعادلات دیفرانسیل تصادفی با تأخیر زمان .2

Equations  

کوتاه تصادفی معادلات دیفرانسیل های عددی میلشتاین و رانگروش تنهاپژوهشی  ۀمقال یندر ا

 ,Ayoubi)این دلیل که معادلات مذکور حل تحلیلی ندارد است. به شدهگرفتهتصادفی به بررسی 

برای اولین بار روش عددی برای حل تقریبی معادله دیفرانسیل   ۱۹8۲ریمیولاین در سال   . (2015

های وشحل نمود ر  آن واسطهبه توان معادلات مذکور راهای که میروش ینبنابرا کردند. ارائهتصادفی 

. چون فرآیند )(Burrage, et al., 2004ن استکوتاه تصادفی، اویلر و میلشتایعددی چون، رانگ

ت. تابع مشخص از زمان موجود نیس به شکلو  باشدمیجواب این دسته از معادلات شامل فرآیند وینر 

سازی کنیم. برای این کار نیاز به اعداد تصادفی است و برای این منظور ها را شبیهمجبوریم مسیر جواب

کنیم. معادلات دیفرانسیل معمولی همراه فرآیند وینر، از مولدهای تولید اعداد شبیه شده استفاده می

 دنشو یم نام معادلات دیفرانسیل تصادفی یادبه

  Sobczyk, 2013; Ikeda and Watanabe, 2014; Kuo, 2006).(Yang, et al., 2023; .  

، )(Michelot, et al., 2021شناسییستزهای اجتماعی چون سازی پدیدهاین نوع معادلات در مُدل

چون فرآیند  )(Kostrista,  and Çibuku, 2018علوم طبیعی ،)(Sharp, 1990بازرگانی

های شبکه و )(Braumann, 2019، بیولوژیکی )(Bradford and Imsland, 2019تخمیر

دیفرانسیل تصادفی خطی را  ۀ. اگر معادلدارندعهده.... نقشِ بارز را بر و )(Raissi, 2024مخابراتی

 بگیریم، داریم؛ در نظر

 (1     )                                                         ' , ,
dx

x a x b t
dt

    

و برای هر مقدار اولیه  باشدمیمتمادی  برای هر  tنسبت به  b( 1) هدر رابط 0X   0درt 

 دارای حل

(2     )                    0, s, ,
a t a s

X t e X e b ds
 

  


   

ه عامل ک معادلات. نوع دوم معادلات دیفرانسیل تصادفی یرندپذمشتق tکه توابع نسبت به  باشدمی

حالت  این درکه معادلات  باشدمیگوسی  یدنوفه سفمثلاً  ؛یک فرآیند تصادفی نامنظم اعمالشان

ی با الانتیگر شوند و توسط معادلات طور نمادین نوشته میهای تصادفی بهتوسط دیفرانسیل
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 نوع دوم یاد نام معادلات تصادفیکه به گردندمیهای تصادفی ایتو یا استراتونویچ تحلیل انتیگرال

لی در حالت کُ .)(Burrage, and Platen, 1994; Burrage and Platen, 2004 گردندمی

برند. شکل تصادفی به ارث می انتیگرالمشتق ناپذیری را از مسیرهای نمونه فرآیند وینر در  هاآنحل 

 صورت زیر است. عمومی یک معادله دیفرانسیل تصادفی از نوع دوم به

(3      )                                       , ,t t t tdX a t X dt b t X dW 
 

 انتیگرال ایتو چنین است.  به شکل

(4     )                                            
0

0

s, s, ,

t

t t s s sX X a X ds b X dW   

  (4) هدر رابط s, sa X  ،قسمت معمولی s, s sb X dW  بخش تصادفی وsW  فرایند وینر

ر کنیم که یک فرآیند وینمیطور ضمنی فرض ( به3برای دریافت حل معادله ) است.

  , 0tW t  است شدهمشخصاز قبل برای ماJia, and Benson, 2019)(. ها اگر جواب

با  هافرمولسط همان تو  فردمنحصربهمستقل از فرآیند وینر باشند یعنی با تغییر فرآیند وینر یک حل 

نامند و از ها را برای معادله دیفرانسیل تصادفی حل قوی میچنین جواب ؛آید به دستفرایند جدید 

. یمزادباشآ گیریم که ما در انتخاب فرآیند وینر وقتی کار می ۀاصطلاح جواب ضعیف برای حل معادل

عنوان تابعِ با مقدار اولیه توان تابع را به(؛ می4برای دریافت حل معادله )
0t

X  و مقادیرsW  از فرآیند

0t یافاصلهدر وینر  s t  برای مقدار اولیه مشخص  ترتیبینابهگرفته شود.  در نظر
0t

X  حل

است که  tX( زمانی دارای حل قوی مانند 2) ۀکند. معادل( نیز صدق می2) ۀ( برای معادل1) ۀمعادل

از نوع پذیرییجدادارای یک جواب معادل 
tX  شود. گرفته می در نظرباشد. معمولاً هر دو جواب

 هر دو جواب در فاصله 0 ,t T  باشدمیمتمادی Kloeden, P. E. and (Chang CC, 1987; 

Platen, 1995). 
 

 sup 0 0.t tP X X    

، کوتاه تصادفیهای رانگتقریب: مفاهیم اولیه، باشدمیبخش اساسی  4پژُوهشی شامل  ۀاین مقال

 .گیریاویلر و میلشتاین، نتایج عددی و نتیجه

 مواد و روش کار

مرتبه به اجرا  100های مختلف بیش از افزار متلب به گام)در نرم از روش تحقیق تجربی حاضر مقاله

 شدهارائه کوتاه تصادفیدرباره میلشتاین و رانگ کند. در اینجا، توضیحات جامعمی استفاده (درآمده
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است. همچنین، از  شدهدادهدر حل معادلات دیفرانسیل تصادفی توضیح  هاآنی کاربرد و نحوه

 است. شدهاستفادهسازی فرآیندهای وینر دفی برای شبیهمولدهای اعداد تصا

 مفاهیم اولیه -۱

فرض کنیم که برای ضرایب  0, : ,a b t T   و مقدار اولیه
0t

X  برقرارشرایط زیر 

 باشند.

 :یریپذاندازه .1   ,   ,a a t x b b t x    برای تمام   0, ,t x t T  

در  توأم
2L باشند یرپذاندازه.(Burrage & Burrage, 1996) 

برای هر  شیتس:شرایط لیپ .2 0 ,t t T  و,x y  یک عدد ثابت مثبت مانندk  و

 .  (Kloeden and Platen, 1995)جود دارد که روابط زیر را صدق کند

   , , ,a t x a t y k x y   

   , , ,b t x b t y k x y   

برای هر  رشد خطی: .3 0 ,t t T  و,x y  یک عدد ثابت مثبت مانندk  و جود دارد

 . (Kloeden et at., 1995)که روابط زیر را صدق کند

   
   

2 22

2 22

, 1 ,

, 1 ,

a t x k x

b t x k x

 

 
 

مقدار اولیه:  .4
0 0
,t tX A که یطور است  یرپذاندازه  0

2

0tE X . 

 :(Milstein, 1995) 1قضیه

مسیری  فردمنحصربه( دارای حل قوی ۳دیفرانسیل تصادفی ) ۀمعادل
tX ۀدر فاصل  0 ,t t T  با

 
0

2
sup t
t t T

E X
 

  باشدمی. 

 های اویلر و میلشتاین تقریب -۲

تقریب  ( واضح گردیده است،۴) ۀهای گسسته زمان از فرآیند ایتو که برای رابطترین تقریبساده

. فرض کنیم فرآیند ایتو باشدمیماریاما و میلشتاین -، اویلر۴کوتاه تصادفی مرتبهرانگ

 0,tX X t t T   ۀ( در فاصل۳دیفرانسیل تصادفی ) ۀدر معادل 
0t t T   با یک

 ۀمقدار اولی
0 0tX X  صدق کند زیرا برای 

0 0 1 ... n Nt T          از
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زمانی  فاصلۀیک 0 ,t t T  بازمانیک تقریب اویلر یک فرآیند تصادفی پیوسته 

  0,Y Y t t t T   نگاریم: . در حالت کُلی چنین میباشدمی 

     
11 1, , , , ,

n nn n n n n n n nY Y a Y b Y W W    
    

,...,0,1البته برای  1n N   با مقدار اولیه
0 0Y X  که منظور از باشدمیصادق ،

 n nY Y   .از تساوی  معمولاً است 
1n n n     برایn ام افزایش زمان و

max n
n

   مساوی باشند، پس داریم: باهمها نامند. اگر طول گامترین طول گام میمیاعظ 

 
0n t n   0جایی که

n

T t

N



     باشدمی (Chang, 1987). 

ترادف   , 0,1,...,nY n N های مساوی از مقادیر تقریب اویلر در زمان

   , 0,1,...,nY n N


   تواند مشابه به روش اویلر محاسبه گردد با این تفاوت کهمی  

های تصادفی جا نیاز به تولید نمونهایندر  
1
,

n nnW W W 
  0,1برای,...,n N  از

فرآیند  0tW W  .است  

های گوسی مستقل با امید ها متحولاین نمونه  0nE W   و واریانس

  2

n nE W   را از یک ترادف از اعداد گوسی مستقل شبه هاآنتوان که می باشندمی- 

 مولر تولید کرد مثلاً از روش باکس ؛تصادفی

  (Milatein, 1995; Arifha, 2005 and Higham, 2001). 
یابی مناسب کنیم و از یک روش درونهای گسسته تعیین میدر نتیجه مقادیر تقریبی فرآیند را در زمان

مت یآورد. اگر ل به دستها را توان استفاده کرد و مقادیر تقریبی فرآیند در بین فاصلهمانند خطی می

 
0

1

0

0 0

,

t N

t z sLb t W dW dW  لشتاینکنیم شکل می تقریب اویلر اضافهتایلور را به-از بسط ایتو  

(5   )                               
  2/

1

1
,

2
n nY Y a b W bb W        

 

 آید. می به دستبرای حل عدد معادلات دیفرانسیل تصادفی 
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های که معادلات تفاضلی تصادفی تحلیلی ندارد ناگزیرم از حل عددی برای تقریب جواببرای این

 . برای حل عددی این معادلات سه روش مهم وجود دارد. کار گرفتاین معادلات 

( 1.0که ترتیب متقاربیت آن ) Stratonovichتفاضلی تصادفی از نوع  ۀبرای معادل میلشتاین .1

 است. 

به اساس افزایش فرآیند وینر  Rumellin( توسط ۱۹8۲این روش در سال )کوتاه تصادفی رانگ .2

 طور زیر است.  ۀپیشنهاد گردید و شکل عمومی آن برای حل معادل

(6 )                            

( ) ( ),        , ,...,

( ) ( )

s s
n

i n ij j ij j

i i

s s
n

n n i i i j

i i

Y Y a f Y J b g Y i s

y y f Y J g Y 

 



 

    

   

 

 

1
1 1

1 1
1 1

1 2
 

( 6) ۀدر معادل   ij ijs s s s
a b

 
  A B آندها ها دارای عناصر حقیقی از مترکسمترکس .

Jاتفاقی آن از انتیگرال ۀمؤلف تواند بهتر از ( نمی6)  4کوتاه تصادفی مرتبهرانگ آید.می به دست 1

 .)(Bastani and Hosseini, 2007ترتیب متقاربیت باشد

به  4کوتاه تصادفی مرتبهرانگفورمول جدید  )(Burrage and Burrage, 1996رو، ازاین 

Jتصادفی  انتگرال  ۀاساس مؤلف و  1
J



ادفی کوتاه تصرانگ، فورمول عمومی ینبنابراپیشنهاد کرد.  10

 به:  است یمساو برای حل تقریبی معادله  4مرتبه

(7     )                           

   

   

(0) (1)

1 1

(0) (1)

1 1

1 1

,    1,2,...,
s s

n

i n ij j ij j

j j

s s

n n i i i i

i i
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qبا درنظرداشت (1,5)و  (1,0)ترتیب متقاربت همراه با   2،
J

J   


10
1 1  کهیدرحال 2

 4کوتاه تصادفی مرتبهرانگ

1

10 ( )
n

n n

t t

t t

J dW s dt


  
                                                                               قیمت تقریبی      

(12)                                                                                         

10 2
1

2 3

J N
N

  
  

   

N( 12) ۀدر رابط N1  ینبنابراآن مساوی به یک است  یانسوارنورمال گووس و  یعتوز 2

به: است یمساو  4کوتاه تصادفی مرتبهرانگیی S ترتیب 

   
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1 1
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J
y y f Y J g Y  

 



 

 
      

 

 
     

 

 

 
    (13)     

 بنابراینآورد.  به دستاست  (1,5)که ترتیب متقاربیت  کوتاه تصادفیرانگروش ( 13از فورمول )

  .)(Rosli,2012 شوداست و طور زیر بیان می مسما کوتاه تصادفیرانگ 4مرتبهنام روش مذکور به

 

 
 
 
 
 
 
 
  

0
1 02
10 02

0 0 1 0

A  

(1)
.

. .

. . .

 
 

 
 
 
 

0
0 7242916356 0

0 42373534060 0 1994437050 0
1 5784755060 0 84010034000 1 738375163 0

B
 

(2)

                        

.  

.  

.

 
 
 
 
 
 

0 0 0 0
2 7002000410 0 0 0
1 7572616490 0 0 0
2 918524118 0 0 0

B  
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T 1 1 1 1
                                                                (14)

6 3 3 6

 
  
 



 





( ) . .

              . .

T  1 0 7800788474 0 07363768240
1 4865200130 0 21992115240


 





( ) . .

            . .

T 

 

2 1 69395084400 1 63610788200
3 024009558 0 3060491602


 

Rosli, 2012)(  نسبت  تفاضلی تصادفی ۀبهتر برای حل تقریبی معادل عملکردنشان داد که این روش

 دو روش دیگر دارد.

 معیارهای متقاربیت .۵

برای هر  Cاگر ثابت  0,1  شود که و جود داشته باشد؛ گفته می

  , 0Y Y t t    حل قویX  0از مرتبه    متقارب است و برای 0,1  

 داریم: 

   ,TE X Y T C     

Yو تقریب  
0طور ضعیف از مرتبه به X، جواب    ۀجمل هرچندمتقارب است. اگر برای 

g  یک ثابت نامعلوم
gC  موجود باشد که برای هر 0,1   :داشته باشیم 

       ,T gE g X E g Y t C   

Yدر حالت قوی تقریب  
 یفعضکه در حالت کند درحالیطور مسیری تقریب میفرآیند ایتو را به 

Yتقریب  
 کند، تقریب می)(Torquesفرآیند ایتو را از جهت بعضی از توابع، چون  

 )Rößler, 2010(Milstein, 1995;  . 

𝛾میلشتاینهویداست که شرایط متقاربیت روش  :۱یادداشت = کوتاه تصادفی و از روش رانگ 1

γ، 4مرتبه  =  .باشدمی 1.5

 

 نتایج عددی -6

فرض کنیم فرآیند ایتو  , 0tX X t  خطی  دیفرانسیل تصادفی ۀدر معادل 

(15)                                                                           ,t t t tdX aX dt bX dW  
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برای  0,t T  با مقدار اولیه
0X  دانیم که برای صدق کند، می 0,t T  و فرآیند

 شدهدادهوینر  , 0tX X t   به شکلحل صریح معادله  

(16    )                                          
2

0

1
exp ,

2
t tX X a b t bW

  
     

  
 

a( 2-3) ۀ. در معادلباشدمی b  0اعداد حقیقی هستند. برای 0X  تعریف ۱همراه با احتمال ،

 کنیم اوسط پایداری مربعی را: می

2lim 0,t
x

E X


    

( معادل است که 16( و )15هایی )تأیید کرد که برای آزمون خطی معادله توانیم یراحتبهبنابراین، 

aبگوییم  b ( رابطه15از معادله )کند: ی زیر صدق می 

(17     )                                                                                         
2

Re 1/ 2 0.a b  

0برای  0X  کنیم پایدارمجانبی را: ، تعریف می۱همراه با احتمال 

2lim 0,t
x

E X


    

( معادل است 16( و )15هایی )تأیید کرد که برای آزمون خطی معادله توانیم یراحتبهطور مشابه، به

aکه بگوییم  b ( رابط15از معادله )کند: زیرا صدق می ۀ 

(18     )                                                                                       2Re 1/ 2 0.a b  

(، واضح است که پایداری اوسط مربعی دلالت 17( و )16) ۀعلاوه بر این، با نگاهی به هر دو رابط

و  4کوتاه تصادفی مرتبهاز طرف دیگر شکل حل رانگبرپایداری مجانبی دارد، اما نه برعکس. 

  :باشدمیزیر  یببه ترتمیلشتاین 

 (19    )                                                                    
1 ,n n n n nY Y aY b W      

   2

1

1
' ,

2
n n n n n n nY Y aY b W bb W                          (20)   

( برای پایداری اوسط مربعی و پایدار مجانبی چه شرایطی لازم است، 17) ۀدیدیم برای معادل کهاکنون

تند. عددی نیز پایدار هسهای روشمند به یافتن شرایطی هستیم که اطمینان حاصل شود که ما علاقه

های ضمنی هستند، ما فقط بر تحلیل پایداری های صریح معمولاً ناپایدارتر از روشروش کهییازآنجا

که یک ی دیفرانسیل معمولی به یاد بیاورید که برای اینرکز خواهیم کرد. از معادلههای صریح تمروش

دیفرانسیل و هم روش عددی باید پایدار باشند. این همین امر  ۀروش عددی پایدار باشد، هم معادل

 یاهگونبه bو  aه کنیم ککند. بنابراین، اکنون فرض میبرای معادلات دیفرانسیل تصادفی نیز صدق می

 4کوتاه تصادفی مرتبه( اوسط مجانبی و پایدار است. با اعمال روش صریح رانگ15هستند که حل )
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به دست  bو  aهای ساده مقدار مورد انتظار، شرط زیر را در ( و با استفاده از ویژگی15( به معادله )18)

  است. برای آن میانگین مربع پایدار 4کوتاه تصادفی مرتبهکه روش رانگ آوریمیم

(21    )                                      
2 22lim 0 1 1,j

j
E X a t b t


          

پایدار مجانبی است، مستلزم اعمال قانون قوی  4کوتاه تصادفی مرتبهیافت شرایطی که روش رانگدر

 :شودیمزیر  شرطبهاعداد بزرگ و قانون لگاریتم تکراری است که منجر 

(22      )                        log 1 0.1 0.E a t b tN      
 

  ۱با احتمال  

2lim 0j
j

E X


   
 

را برای  ملشتاینانجام دادیم، روش صریح  4کوتاه تصادفی مرتبهمشابه کاری که برای روش رانگ

 : آوریمیمبه دست را ساده مقدار مورد انتظار  هاییژگیوکنیم و با استفاده از ( اعمال می16معادله )

(23   )                                          
2 22lim 0 1 1,j

j
E X a t b t


          

وجود دارد. برای اینکه روش میلشتاین  4کوتاه تصادفی مرتبهکه همان شرایطی است که در روش رانگ

 مجانبی پایدار باشد، شرط زیر باید برقرار باشد: 

(24)          21
log 1 0.1 0.1 0.

2
E a t b t N b t N
 

        
 

  ۱با احتمال

2lim 0j
j

E X


    ( را برای 13( و میلشتاین )13) 4کوتاه تصادفی مرتبههای رانگاکنون، روش

های عددی برای آزمایش مورداستفادهکنیم. کدُهای متلب ( اعمال می5شولز )مُدل دارایی بلک

هستند اما  (Ikeda & Watanabe, 2014)شده در شده در این بخش بر اساس کدُهای استفادهانجام

 طور که در . حرکت براونی هماناندشدهاصلاحشولز برای معادله بلک

(Capasso & Capasso, 2021) بحث شد، یعنی .  iW t tz   .یرهایمتغگسسته شد iz 

ی مستقل محاسبه شدند که یک عدد شبه تصادف متلب با استفاده از مولد شبه تصادفی توسط نرم افزار

1 ای با ابعادکند. برای تولید مسیرهای تصادفی، آرایهاز توزیع نورمال معیاری تولید می N با

استفاده از 0.1N  ایجاد کردیم و باt رار را تک هایشآزماشد. برای اینکه بتوان  یبند یاسمق

مولد اعداد تصادفی را تنظیم کند. این بدان معنی است که  ۀتا حالت اولی دهدیماجازه  افزارنرمکرد، 

جواب درست و  (1) شکلشود. شبه تصادفی ایجاد می ۀ، همان دنبالیهحالت اولبا استفاده از همان 

دهد. و میلشتاین نشان می ۴کوتاه تصادفی مرتبههای رانگرا با استفاده از روش (5تقریبی معادله )

حرکت براونی در انتروال  0,1 122 یگام زماندارای  یببه ترتشود و می یبردار نمونهt    ،است

122t گام زمانی  کهیدرحال  ها برای تقریب
0 0.5, 2 1X a b     .است 
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 ی تصادفی.و میلشتاین.برای معادله ۴کوتاه تصادفی مرتبههای تقریبی رانگ(: حل تحلیلی و حل۱شکل )

 
 ی معمولی.و میلشتاین برای معادله ۴کوتاه تصادفی مرتبههای تقریبی رانگ(: حل تحلیلی و حل۲شکل)

عددی است. برای آزمایش  یهاروشتجربی ترتیب همگرایی این  یدتائاکنون هدف ما 

 کنیم.فاده میکنیم و از هشت متفاوت استقوی، فواصل فاصله را برای حرکت براونی تعیین میمتقاربیت

انتروال   حرکت براونی در 0,1 122 یگام زماندارای  یببه ترتشود و می یبردار نمونهt    ،است

122t گام زمانی  کهیدرحال  0ها برای تقریب 0.5, 2 1X a b     .کهییازآنجااست 

پایان را ذخیره  ۀقطن فقطنهمحاسباتی سنگین است، زیرا باید کل مسیر و  ازنظرقوی  محاسبه متقاربیت

( استفاده 3) ۀکنیم. برای حل واقعی از معادلمی یبردار نمونهمسیر را  5000کند، ما فقط بیش از 

زیر  ۀاز معادل Tکردیم و آن را برای هر مسیر تصادفی محاسبه کردیم. خطاها در زمان اخیر مانند 

 شود: محاسبه می
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   : ,strong

te E X T X T
  
  

تقریب   𝑋̃(𝑇)بالا ۀدر معادل X T  در زمانt T  وt است یزمانهایی گام . 

و میلشتاین برای معادلات دیفرانسیل  ۴کوتاه تصادفی مرتبههای رانگقوی روش: متقاربیت۱جدول 

 معمولی

 t شماره
کوتاه تصادفی خطای رانگ

 ۴مرتبه
 خطای میلشتاین

1 42
 ۰.۳۲66 ۱.۳۲۴۵ 

۲ 62
 ۰.۴۰۵8 ۰.6۰۴۴ 

۳ 82
 ۰.۰۲۲8 ۰.۱۲۳۱ 

۴ 102
 ۰.۰۲7۲ ۰.۰۴6۲ 

۵ 122
 ۰.۰۰۴۴ ۰.۰۱۲۲ 

. 

و میلشتاین برای معادلات دیفرانسیل  ۴کوتاه تصادفی مرتبهرانگ یهاروشقوی : متقاربیت۲جدول 

 تصادفی

 t شماره
کوتاه تصادفی خطای رانگ

 ۴مرتبه
 خطای میلشتاین

1 42
 ۰.۱68۳ ۰.۲۴8۳ 

۲ 62
 ۰.۰7۲۱ ۰.۱۱۴۴ 

۳ 82
 ۰.۰6۲8 ۰.۱۱۰۱ 

۴ 102
 ۰.۰۱6۲ ۰.۰۳۵۲ 

۵ 122
 ۰.۰۱۰۰ ۰.۰۱۰۲ 

 گیرینتیجه

عددی برای  ناگزیریم که از حل ،حل تحلیلی نداردمرتبه اول که معادلات دیفرانسیل تصادفی برای این

 1,0دهد که میل خط مساوی به ها نشان میحل این نوع معادلات کار گیریم. نتایج در مورد روش

122tیعنی    باشدمی 1,5چنین در مورد روش میلشتاین هویداست، که میل خط مساوی بههم .

کوتاه که مرتبه تقارب قوی روش رانگ باشدمیبراین مطلب  ییدیتأهای بالا شکل یگردعبارتبه

برای حل معادلات دیفرانسیل تصادفی در بین  .باشدمی 1و از روش میلشتاین  1,5 ، 4تصادفی مرتبه

 ، زیرا خطای این روش کم است. باشدمیاین دو روش، روش بهتر میلشتاین 

 منابع
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 ABSTRACT 

 Statement of the problem: Most of the differential equations do not have 

an analytical solution, it is necessary to search for a solution to solve these 

equations. 

The purpose of the research: In this research paper, Milstein's numerical 

methods, Runge-kutta has been investigated by comparing these two 

methods for solving stochastic differential equations. 

Research method: We cannot use Riemann and Lebesgue integrals to 

calculate stochastic differential equations, because this mathematical 

model consists of an ordinary differential equation with Wiener process. 

To solve this problem, Itô integral is used. 

Findings: The accuracy of these equations is determined by white noise, 

because white noise has infinite data that he randomly selects from these 

data during the mathematical process. 

Conclusion: From this research, it appears that the best numerical method 

for solving stochastic differential equations is the short stochastic 

numerical method, because the error of this method is less than Milstein's 

numerical method. 

Keywords: Itô integral, Stochastic differential equations, stochastic 

Range-Kuttah and Milstein, white noise. 
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